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บทคัดยอ 

จักรยานหุนยนตเปนระบบที่ไมมีเสถียรภาพในตัวเอง ดังนั้นในงานวิจัยนี้จึงไดทําการออกแบบตัวควบคุม
ของจักรยานหุนยนตใหสามารถทรงตัวอยูไดดวยตัวเองดวยตัวควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะที่สุด และเนื่องจาก
แบบจําลองพลวัตของจักรยานหุนยนตเปนแบบไมเชิงเสน ดังนั้นทางผูวิจัยจึงไดทําการประมาณคาเปนแบบเชิงเสน
ที่จุดสมดุล แลวจึงวิเคราะหเสถียรภาพวงเปดซึ่งอยูบนพื้นฐานของแบบจําลองพลวัตเชิงเสน การออกแบบตัว
ควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะที่สุดจะอยูบนพื้นฐานของทฤษฏีการควบคุมแบบเชิงเสนสําหรับแบบจําลองพลวัต
เชิงเสนของจักรยานหุนยนต จากผลการทดสอบแบบจําลองบนคอมพิวเตอร แสดงใหเห็นประสิทธิภาพของการ
ควบคุมนั้นไดผลเปนอยางด ี
 
คําสําคัญ :  จักรยานหุนยนต  แบบจําลองพลวัต  ตัวควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะที่สุด  แบบจําลองบนคอมพิวเตอร  
 

Abstract 
 Bicycle robot is an unstable system. Therefore, in this research, the balancing controller of  
bicycle robot is designed by Linear Quadratic Optimal Regulator. Since, the dynamic model of  bicycle 
robot is nonlinear, the linearization at an equilibrium point is used. The opened-loop stability is analyzed 
based on the linear dynamic model. Then, the linear quadratic optimal regulator is designed based on 
linear control theory for the linear dynamic model of bicycle robot. The computer simulation results show 
the efficiency of the control algorithm. 
 
Keywords : Bicycle Robot, Dynamic Model, Linear Quadratic Optimal Regulator, Computer Simulation 
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คํานํา 
 จักรยานหุนยนตในปจจุบันไดรับความสนใจเปนอยางมากเนื่องจากจักรยานหุนยนตไมมีเสถียรภาพใน
ตัวเอง จึงมีงานวิจัยจํานวนมากที่ทําการศึกษาแกไขปญหานี้ เพื่อใหจักรยานหุนยนตสามารถทรงตัวอยูไดดวย
ตนเองอยางสมดุล ในงานวิจัยนี้ไดแสดงแบบจําลองของจักรยานหุนยนต ซึ่งจะกลาวถึงแบบจําลองพลวัตไมเชิงเสน 
และแบบจําลองพลวัตแบบเชิงเสนของจักรยานหุนยนต โดยแบบจําลองพลวัตเชิงเสนนั้นเราไดทําการวิเคราะห
เสถียรภาพของระบบวงเปด ซึ่งเราสามารถหาสมการลักษณะเฉพาะ และคาลักษณะเฉพาะของระบบวงเปด จากนั้น
เราไดทําการตรวจสอบคุณสมบัติการควบคุมได และคุณสมบัติการสังเกตได ซึ่งพบวาระบบมีคุณสมบัติดังกลาว 
จากนั้นเราไดทําการออกแบบตัวควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะที่สุด โดยจะแสดงในระบบเวลาวิยุต และทําการ
กําหนดคาบเวลาชักตัวอยางของระบบเวลาวิยุต จากนั้นจะใชทฤษฎีการควบคุมเหมาะที่สุดเพื่อออกแบบตัวควบคุม 
งานวิจัยนี้มีเปาหมายเพื่อตองการหาตัวควบคุมที่เหมาะที่สุด เพื่อใหจักรยานหุนยนตสามารถทรงตัวอยูไดดวย
ตัวเอง เมื่อไดตัวควบคุมที่เหมาะที่สุดแลว จากนั้นจะทําการทดสอบตัวควบคุม โดยใชกลองเครื่องมือของโปรแกรม
แมทแลป 
 

อุปกรณและวิธีการ 
 
แบบจําลองพลวัตของจักรยานหุนยนต 
 แบบจําลองพลวัตของจักรยานหุนยนต จะหาไดจากจักรยานหุนยนตที่มีอยูในหองปฏิบัติการ คณะ
วิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร ดังรูปที ่1 
 

 
รูปที่ 1 ภาพถายจักรยานหุนยนต 

 
แบบจําลองของจักรยานหุนยนตไดพิจารณาเปนสองสวน คือ สวนแรกจะพิจารณาที่โครงรถจักรยาน ซึ่งมี

หนึ่งองศาอิสระ คือมุมที่เอนเอียงของจักรยานโดยหมุนรอบแกน  และสวนที่สองจะพิจารณาที่ลอตุนกําลัง ซึ่งมีสาม
องศาอิสระ โดยหมุนรอบแกน  
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รูปที่ 2  แผนภาพแสดงระยะพิกัดอางอิง : (a) ดานขาง (b) ดานหนา 

 
จากรูปที ่2 กําหนดใหที่ตําแหนง  และ  คือจุดศูนยถวงของจักรยาน และลอตุนกําลัง ตามลําดับ  โดยมี

มุมที่หมุนรอบแกน  เปน  และมุมที่หมุนรอบแกน  คือมุม   มีความเร็วเชิงมุมของจักรยานที่หมุนรอบแกน  
เปน  และความเร็วเชิงมุมของลอตุนกําลังที่หมุนรอบแกน  เปน   กําหนดใหความเร็วที่ตําแหนง  และ  คือ 

                                                       (1) 
                                                                       (2) 

เมื่อ  คือความสูงของจุดศูนยถวงของจักรยาน และความสูงของลอตุนกําลัง ตามลําดับ   
จากสมการลากรางจ (Lagrange equation) กําหนดดังนี ้
 

                                         (3) 
 

เมื่อ  คือพลังงานจลนทั้งหมดของระบบ    คือพลังงานศักยทั้งหมดของระบบ    คอืแรงกระทําจากภายนอก 
        คือพิกัดทั่วไป 
 โดยพิจารณา  ตามสมการดังนี ้

                                                  (4) 
 

          (5) 
 

เมื่อ  คือโมเมนตความเฉื่อยเชิงขั้ว    คือโมเมนตความเฉื่อยเชิงมุม    คือโมเมนตความเฉื่อยของจักรยาน  
        คือมวลของจักรยาน (ไมมีลอตุนกําลัง)    คือมวลของลอตุนกําลัง 

   
รูปที่ 3  โมเมนตความเฉือ่ยของลอตุนกําลัง : (a) ดานขาง (b) ดานหนา 
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พิจารณา  ตามสมการลากรางจ ดังนี ้

                                           (6) 

นําสมการ (4) และ (5) แทนลงในสมการ (6) จะได 

               (7) 

พิจารณา  ตามสมการลากรางจ ดังนี ้

                                           (8) 

นําสมการ (4) และ (5) แทนลงในสมการ (8) จะได 
                              (9) 

เมื่อ  คือ สัมประสิทธิค์วามหนืดของมอเตอรกระแสตรง กําหนดใหอัตราสวนเชิงพลวัตของมอเตอรกระแสตรง 
เปน 5 : 1 ดังนั้นจะได 

                                                                      (10) 
                                                             (11) 

เมื่อ  คือคาคงที่แรงบิดมอเตอร    คือคาคงที่แรงเคลื่อนไฟฟากลับ    คือความตานทานของมอเตอร      
        คือความเหนี่ยวนําของมอเตอร    คือแรงบิดของมอเตอร    
นําสมการที ่(10) แทนลงในสมการ (9) และ ทําการประมาณคาใหเปนสมการเชิงเสน (linearization) ในสมการที ่
(7) และ (9) จะได 

                         (12) 

                                                (13) 

กําหนดตัวแปรสถานะ  และ   เราสามารถเขียนแบบจําลองของระบบในรูป
ปริภูมิสถานะตามสมการ ดังนี ้

 
โดยที ่ 
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ตารางที่ 1  คาตัวแปรตางๆ ของจักรยานหุนยนต  

ชื่อตัวแปร ตัวแปร คา 
มวลของลอตุนกําลัง  3  

มวลจักรยานหุนยนต(ไมมีลอตุนกําลัง)  33  
ความสูงที่จุดศูนยถวงของลอตนุกําลัง  0.68  
ความสูงที่จุดศูนยถวงของจักรยาน  0.32  
โมเมนตความเฉื่อยของจักรยาน  3.3792  

โมเมนตความเฉือ่ยเชิงขั้ว  0.039392  
โมเมนตความเฉื่อยเชิงมุม  0.020026  

อัตราเร็วในการหมุนของลอตุนกําลัง  277.507  
ความเหนี่ยวนําของมอเตอร  0.00026  

ความตานทานอารมาเจอรของมอเตอร  1.2  
สัมประสิทธิ์ความหนืดของมอเตอร  0.0003  

คาคงที่แรงบิดของมอเตอร  1.25  
คาคงที่แรงเคลื่อนไฟฟากลับ  1.24  

แรงโนมถวงโลก  9.81  
 
เมื่อแทนคาตัวแปรตางๆ จากตารางที ่1 จะได 

 

            
 

การวิเคราะหเสถียรภาพของระบบวงเปด 
เราสามารถหาสมการลักษณะเฉพาะของระบบ ไดตามสมการนี ้

  
จากสมการลักษณะเฉพาะ จะสามารถหาคาลักษณะเฉพาะของระบบวงเปดไดดังนี้ 

 
 

จากการตรวจสอบเสถียรภาพของระบบวงเปด พบวามีตําแหนงโพลอยูสี่คา โดยมีตําแหนงโพลอยูครึ่งซายของ
ระนาบสามคา และอยูครึ่งขวาของระนาบหนึ่งคา เนื่องจากมีตําแหนงโพลอยูครึ่งขวาของระนาบ ดังนั้นสรุปไดวา
ระบบวงเปดไมมีเสถียรภาพ 
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การวิเคราะหการควบคุมไดของระบบวงเปด 
จากสมการปริภูมิของระบบเชิงเสน สามารถวิเคราะหการควบคุมไดของระบบวงเปดไดจาก  

 
เมื่อตรวจสอบลําดับชั้นของเมทริกซ  พบวา  ดังนั้นระบบมีคุณสมบัติสามารถควบคุมได 
 
การวิเคราะหการสังเกตไดของระบบวงเปด 
 จากสมการปริภูมิของระบบเชิงเสน สามารถวิเคราะหการสังเกตไดของระบบวงเปดไดจาก 

                    
เมื่อตรวจสอบลําดับชั้นของเมทริกซ  พบวา  ดังนั้นระบบมีคุณสมบัติสามารถสังเกตได 
 
การออกแบบตัวควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะที่สุด 

ระบบเวลาตอเนื่องสามารถแสดงในระบบเวลาวิยุตไดตามทฤษฎีดังนี ้
 

โดยที ่  
กําหนดใหคาบเวลาชักตัวอยางของระบบเวลาวิยุตเปน  วินาที จากทฤษฎีดังกลาวจะไดเมทริกซ  และ 

 ดังนี ้

 
 

 
รูปที่ 4  แผนภาพการออกแบบระบบควบคุมของระบบเวลาวิยุต 

ระบบควบคุมของระบบเวลาวิยุต กําหนดตามสมการดังนี ้
                                                         (14) 

                                                                         (15) 
                                             (16) 

                                                    (17)  
จากสมการที ่(16) สามารถแสดงไดดังนี ้

                                     (18) 
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จากสมการที ่(15) สามารถแสดงไดดังนี ้
                                                                 (19) 

ใหสมการที ่(14) แทนลงในสมการที ่(19) จะได 
                                         (20) 

ใหสมการที ่(20) แทนลงในสมการที ่(18) จะได 
               (21) 

จัดรูปสมการที ่(14) และ (21) ใหอยูในรูปแบบของเมทริกซ จะได 
        (22) 

ใหสัญญาณขาเขาเปนสัญญาณขั้นบันได จะได   
เมื่อกําหนดให    ดังนั้นสมการที ่(14) จะแสดงไดดังนี ้

         (23) 
ตัวแปรความผิดพลาดของระบบ   
ใหสมการที ่(22) ลบกับสมการที ่(23) จะได 

                                                        (24) 
จากสมการที ่(17) จะได  

                           (25) 

กําหนดให    

และ  
โดยระบบควบคุมแบบวงปด อยูในรูปแบบ    
คาดรรชนีสมรรถนะ(performance index) กําหนดไวดังนี ้

 

จะทําการหาสัญญาณควบคุม  เพื่อทําให  มีคานอยที่สุด โดยมีเปาหมายเพื่อการควบคุมตัวแปร  ใหมี
ประสิทธิภาพ โดยกําหนดเมทริกซ  และ  ไวดังนี ้

 

สัญญาณควบคุมจะอยูในรูปแบบ  โดยที ่  คือเมทริกซเหมาะที่สุดในสภาวะคงที ่ดังนี้   
 

โดยที ่  หาไดจากการแกสมการริคคาติในสภาวะคงที(่Steady-state Riccati equation) ตามสมการดังนี ้
 

จากการคํานวณ จะไดตัวควบคุม  ดังนี ้
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           รูปที่ 5  ผลการทดสอบตัวควบคุม     รูปที่ 6  ผลการทดสอบการทรงตัวของจักรยานหุนยนต        

 

ในการจําลองระบบควบคุมจะใชกลองเครื่องมือของโปรแกรมแมทแลป Simulink โดยใหสัญญาณขาเขา
เปนสัญญาณขั้นบันได และคาบเวลาชักตัวอยางของระบบเวลาวิยุตเปน  วินาท ี
 จากรูปที่ 5 เปนผลการทดสอบตัวควบคุม โดยใหสัญญาณขาเขา  เปนสัญญาณขั้นบันไดมีคาเทากับ 
1 เรเดียน และสัญญาณขาออกคือ  นั่นคือมุม  นั่นเอง พบวามี setting time ที ่0.2 วินาท ี

จากรูปที่ 6 เปนการทดสอบตัวควบคุม เพื่อการทรงตัวของจักรยานหุนยนต โดยใหสัญญาณขาเขาเปน
สัญญาณขั้นบันได ทดสอบโดยการปอน  เทากับ 0.2 , -0.4 , 0.6 และ-0.8 เรเดียน ตามลําดับ พบวาจักรยาน
สามารถทรงตัวอยูที่เวลา 0.425 วินาที  

 
สรุป 

จากผลการทดสอบการทรงตัวของจักรยานหุนยนตโดยวิธีการออกแบบตัวควบคุมเชิงเสนกําลังสองเหมาะ
ที่สุด พบวาการออกแบบตัวควบคุมทําใหจักรยานหุนยนตสามารถทรงตัวอยูไดดวยตัวเองอยางมีประสิทธิภาพ ใน
งานวิจัยที่จะพัฒนาตอไปเปนการนําวิธีการ และผลจากการจําลองในครั้งนี้มาประยุกตใชกับรถจักรยานหุนยนตที่มี
อยูในหองปฏิบัติการตอไป 
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